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AUTOMATIC PROGRAM VERIFICATION I:
A LOGICAL BASIS AND ITS IMPLEMENTATION

bY

S h i g e r u  I g a r a s h i ,  R a l p h  L. L o n d o n ,  a n d  D a v i d  C, Luckham

1 . INTRODUCTION

V e r i f y i n g  t h a t  a  c o m p u t e r  p r o g r a m  i s  c o r r e c t  h a s  b e e n  d i s c u s s e d i n
many r e c e n t pub1  i c a t i o n s , f o r example [Hoare 1 9 6 9 , K i n g  1 9 6 9 ,
M c C a r t h y a n d  P a i n t e r 19671. T h e
“ v e r i f i c a t i o n prob I em” has bec0m.e

“ c o r r e c t n e s s prob I em” o r
p o p u l a r e s s e n t i a l l y  b e c a u s e  i t

r e p r e s e n t s  a  s i g n i f i c a n t  f i r s t  s t e p  t o w a r d s  w r i t i n g  p r o g r a m s  t h a t  c a n
b e g u a r a n t e e d t o  d o  w h a t  t h e i r  a u t h o r s  i n t e n d e d . T h e r e  a r e  s e v e r a l
d i f f e r e n t  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  e x a c t l y  w h a t  i t  m e a n s , H e r e ,  w e  a d o p t
t h e p o i n t  o f v i e w that a p r o g r a m  h a s  b e e n  “ver i f ied” w h e n  i  t i s
p r o v e d  w i t h i n  a  s y s t e m  o f l o g i c  t o  b e  c o n s i s t e n t  w i t h d o c u m e n t a t i o n ,
i.e. a s t a t e m e n t  o f w h a t  i t  i s  s u p p o s e d  t o  d o . O u r  d i s c u s s i o n  i s
r e s t r i c t e d  t o  p r o g r a m s  t h a t  c a n  b e  w r i t t e n  i n  a  v e r y p r e c i s e m o d e r n
p r o g r a m m i n g  langage, P a s c a l  [Wirth 1 9 7 1 1 . O f  c o u r s e , w e  d o  n o t  d e a l
w i t h  a l l  P a s c a l  p r o g r a m s ,  b u t  w i t h  a  s u b s e t  t h a t  i s r i ch e n o u g h  t o
i n c l u d e pub1 ished a I gor i t hms s u c h  a s  F I N D  [Hoare 1371b1,  TREESORT
[ F l o y d  1 9 6 4 3 ,  a n d  a  s i m p l e  c o m p i l e r EMcCar t hy a n d  P a i n t e r 1 9 6 7 1 .

S i n c e  P a s c a l i s a n  A l g o l - l i k e  l a n g u a g e  w e  e x p e c t  t h a t  w h a t  i s  d o n e
h e r e  c a n  b e  r e p e a t e d  w i t h o u t  m u c h  e f f o r t for Algol or o t h e r s u c h

I  a n g u a g e s . W e  a d o p t a  D O C U M E N T A T I O N  L A N G U A G E  t h a t  i s  r o u g h l y
s p e a k i n g  t h e  l a n g u a g e  o f  q u a n t i f i e d  A l g o l  B o o l e a n  e x p r e s s i o n s , (i.e.
f i r s t - o r d e r number t h e o r y w i t h d e f i n i t i o n a l e x t e n s i o n and some
n o t a t i o n a l  c o n v e n i e n c e s ) .  I t  d o e s n o t c o n t a i n any c o n s t r u c t s f o r
r e p r e s e n t i n g such n o t  i o n s  a s t e n s e  ( t i m e  d e p e n d e n c y ) ,  p o s s i b i  I  i  t y
( c a n  d o ) ,  e t c . t h a t  m a y  w e l l  p r o v e  u s e f u l  i n  d e s c r i b i n g  p r o g r a m s .  S o
t h e d o c u m e n t a t i o n  l a n g u a g e  i s  a  s l i g h t  e x t e n s i o n  o f  w h a t  p r o g r a m m e r s
n o r m a l l y  u s e  t o  s t a t e  t h o s e  c o n d i t i o n s  o n  c o m p u t a t i o n s t h a t c o n t r o l
their p r o g r a m s , S t a t e m e n t s  o f  t h e  d o c u m e n t a t i o n  l a n g u a g e  a r e  c a l l e d
ASSERTIONS. A  d o c u m e n t e d  p r o g r a m  i s ,  f o r  u s ,  a  P a s c a l p r o g r a m i n
w h i c h a s s e r t i o n s h a v e  b e e n  p l a c e d  b e t w e e n  i t s  s t a t e m e n t s  a t  c e r t a i n
p o i n t s .  W e  r e f e r  t o  s u c h  p r o g r a m s  w i t h  d o c u m e n t a t i o n  a s  A S S E R T E D

-PROGRAMS.

T h e  g e n e r a l i d e a  o f  h o w  t o  g o  a b o u t  v e r i f y i n g  a n  a s s e r t e d  p r o g r a m i s
t o r e d u c e  t h i s  p r o b l e m  t o  q u e s t i o n s  a b o u t  w h e t h e r  c e r t a i n  a s s o c i a t e d
log.ical c o n d i t i o n s  ( h e n c e f o r t h  c a l l e d V E R I F I C A T I O N  CONOITIONS) a r e
trge o f (i.e. t h e o r e m s  i n )  v a r i o u s  s t a n d a r d  f i r s t - o r d e r  t h e o r i e s .
T h e  u s u a l  m e t h o d  o f  r e d u c t i o n  [Flogd  1 9 6 7 1  i n v o l v e s  e n u m e r a t i n g  a l  I
p o s s i b l e  p a t h s  b e t w e e n  a s s e r t i o n s i n  t h e  p r o g r a m  a n d  t h e n  c o m p u t i n g  a
v e r i f i c a t i o n  c o n d i t i o n  f o r  e a c h p a t h i n t e r m s  o f o p e r a t i o n s and
a s s e r t i o n s  o n t h a t  p a t h : t h e s e  v e r i f i c a t i o n  c o n d i t i o n s  m u s t  t h e n  b e
p r o v e d . S e e  L o n d o n  cl9721  f o r  a  b i  bl i o g r a p h y  o f  e x i s t  i n g  p r o g r a m s
f o r  g e n e r a t i n g  v e r i f i c a t i o n  c o n d i t i o n s ,
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H o w e v e r ,  i n t h e case o f  P a s c a l ,  a  r i g o r o u s  d e f i n i t i o n  o f t h e
s e m a n t i c s h a s been g i v e n  i n  t e r m s  o f  a x i o m s  a n d  r u l e s  o f  i n f e r e n c e
t h a t  m u s t  b e  v a l i d  f o r  e a c h  s y n t a c t i c  c o n s t r u c t o r :  t h i s  i s c o n t a i n e d
i n t h e r e c e n t w o r k  o f  Hoare a n d  Mirth  [19721. T h i s  a p p r o a c h  t o
d e f i n i n g  t h e  s e m a n t i c s  o f  a  p r o g r a m m i n g  l a n g u a g e  y i e l d s  a d e d u c t i o n
s y s t e m i n w h i c h p r o o f s  t h a t  p r o g r a m s  s a t i s f y  s p e c i f i c a t i o n s  m a y  b e
g i v e n ( s e e  Hoare 11969,197lalL  Such  p r o o f s ,  o f  c o u r s e ,  d e p e n d  o n  t h e
t r u t h  o f f i r s t - o r d e r  c o n d i t i o n s , o r  t o  p u t  i t  a n o t h e r  w a y ,  s t a n d a r d
f i r s t - o r d e r  t h e o r i e s  a r e  s u b - s y s t e m s  o f t h e  d e d u c t i o n s y s t e m f o r
P a s c a l . F o r t h e  s a k e  o f  i  Ilustration, E x a m p l e  1  s h o w s  a  p r o o f  i n
Hoare’s s y s t e m  t h a t  t h e  p r o g r a m  i n  s t e p  13 c o m p u t e s t h e q u o t i e n t  q
a n d rema i nder r of the inputs x and y, T h e  r u l e s  o f  i n f e r e n c e  u s e d
h e r e  a r e  t h e  r u l e s  i n  T a b l e  1  ( S e c t i o n  3.1) a n d t h e i t e r a t i o n r u l e
be 10~1. The l o g i c a l c o n d i t i o n s a s s u m e d  b y t h i s  p r o o f  a r e  l a b e l e d
” I emnia” .

I  t e r a t  i o n : PAQ (AI P, PA-Q>R
- - - - - - - - - - - - - - - -

PIwhi l e  Q d o  AIR

1 . true + x =x+y*0

2. x = x + y * 0 7r t x1 x = r + y * 0

3. x = r + y * 0 Iq + 01 x = r + y * q

4 . true Ir t x1 x = r + y * 0

5 . true Ir t x; q c 01 x = r + y * q

6. x = r + y * q A y S r + x = (r-y) + y * (l+q)

7. x- (r-y) + y * (l+q) Ir t r-y) x - r + y * (l+q)

8. x - r + y * (l+q) {q + l+ql x - r + y * q

9. X= (r-y) + y * (ltq) Ir c r-y: q + 1 + q1
x = r+y*:q

‘10. x = r + y * q A y < r Ir c r-y; q c l+ql
x = r+y*cq

11. x =rty*qA-y<r+-y<rAx=r+y*q

12.;  x = r + y * q {while y < r do(r c r-y;q + 1 + 911

Lemma 1

C l

C l

c 5  (1,21

c 7  (4,3)

Lemma 2

C l

C l

C 7  (7,81

C 5  (6.9)

Lemma 3

-ylrAx =rty*q I t e r a t i o n  (10,111

13. true{((r  c x; qc0);  while y 5: r do (r c r-y; q t l+q))l
-ylrAx =r+y*q C 7  (5,121

EXAMPLE 1: FORMAL VERIFICATION OF QUOTIENT-REMAINDER PROGRAM
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It i s p o s s i b l e  t o g e n e r a t e t h e v e r i f i c a t i o n c o n d i t i o n s f o r  a n
a s s e r t e d  p r o g r a m  m e r e l y  b y u s i n g  a subgoa I er f o r t h e d e d u c t i o n
s y s t e m . EXAMPLE 2 shows how such a subgoaler w o r k s  o n t h e
Q u o t i e n t - R e m a i n d e r  p r o g r a m  o f  E x a m p l e  1 ;  i t  s i m p l y  s e a r c h e s for a
r u l e  o f i n f e r e n c e w h i c h  h a s  t h e  c u r r e n t  g o a l  a s  i t s  c o n c l u s i o n  a n d
t h e n  g e n e r a t e s t h e  p r e m i s s e s  o f  t h e  r u l e  a s  s u b g o a l s .

Goa I.

S u b g o a l  1 .

S u b g o a l  2.

Lemma 3.

S u b g o a  l 3.

S u b g o a l  4 .

Lemma 2.

S u b g o a l  S.

Lemma 1.

-EXAMPLE 2: G E N E R A T I O N  O F  T H E  V E R I F I C A T I O N  C O N D I T I O N S  F O R  T H E
QUOTIENT-REMAINDER PROGRAM

N o t e  t h a t , f o r  e x a m p l e , s u b g o a l  4  i s  o b t a i n e d  f r o m  s u b g o a l  3  b y  u s i n g
camp ound s t a t e m e n t  a t t h e
Y a p p l y i n g  C l ( a s s i g n m e n t
rty* (l+q) iq t ltql x = rty*q
i om a n d  h e n c e  i s s a t i s f i e d .
he s u b g o a l e r  a r e  t r u e  o f  t h e
heor Y) t h e n  w e know t h a t
u o t i e n t - R e m a i n d e r  p r o g r a m  i n

con d i t i o n s a r e s u f f i c i e n t

true Ir c x; q t 0; assert x = r + y * q;
while y I r do begin r c r-y;
q t l+q end) -(ySr) A (x - r + y * q)

truelr c x; q c 01 x - r + y * q C7  (Goa l  1

x = r + y * q {while y 5 r do begin r c r-y;
q + l+q end) 4y S r) A (x = r+y*q)

C 7  ( G o a l )

tx = r + y * q) A - (y 5 r) -) 9 (y 5 r) A (x - r+y*q)
1 terat i o n  (Subgoa  I 2)

tx = r+y*q)  A (y5r) tr + r - y ; q  + l+ql x = r+y*q
-_

i t e r a t i o n  ( S u b g o a l  2)

tx = r+y*q)  A (ylr1 1r c r-y1 x - r+y*(l+q)
C 7  ( S u b g o a l  31,
t h e n  C l  ( S u b g o a l  31

(x=r+y*q)A(ylr) + x= (r-y)+y*(l+q) C l  ( S u b g o a l  4 1 ,
t h e n  CS ( S u b g o a l  4)

trueIf- c x1 x = rtya0 C7 ( S u b g o a l  11,
t h e n  C l  ( S u b g o a l  1)

true + x = x t y * 0 C l  ( S u b g o a l  51,
t h e n  CS ( S u b g o a l  5)

C7. (coniposi  t i o n  rule1 t o  s p l i t t h e
semi -colon; O is set to x = rty*:(ltq) b
a x i o m ) s o  t h a t  t h e  o t h e r  s u b g o a l  i s  x  =
w h i c h  i s  a n  i n s t a n c e  o f  t h e  a s s i g n m e n t  a x
If t h e  f i r s t - o r d e r  “ l e m m a s ”  p r o d u c e d  b y  t
r e l e v a n t  t h e o r i e s  ( i n  t h i s  c a s e ,  n u m b e r  t
t h e r e will be a p r o o f  v e r i f y i n g  t h e  O
Hoare’s s y s t e m . These v e r i f i c a t i o n
c o n d i t i o n s .
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T h i s i s  t h e  a p p r o a c h  t o  g e n e r a t i n g  v e r i f i c a t i o n  c o n d i t i o n s  p r e s e n t e d
h e r e . We use a s i m p l e s u b g o a l i n g p rog ram f o r  Hoare’s d e d u c t  i o n
s y s  tern. A I though t h i s  p r o g r a m  w i l l  a c c e p t  a  s i g n i f i c a n t  s u b s e t  o f
Pasta I  p r o g r a m s , i t  i s  i t s e l f  v e r y  s i m p l e  s i n c e  i t  d o e s n o t a n a l y z e
t h e  o b j e c t  p r o g r a m  e x p l i c i t l y  b u t  m e r e l y  r e p e a t e d l y  a p p l i e s  a  l i s t  o f
r u l e s  o f  i n f e r e n c e , It is easily shown to be sound ( s e e b e l o w ) ,
e a s i l y  e x t e n d e d  t o  a c c e p t  a d d i t i o n a l  s y n t a x  ( F O R  s t a t e m e n t s ,  n e w  t y p e
d e c l a r a t i o n s ,  e t c . ) ,  a n d e a s i  l y c h a n g e d  t o t a k e a c c o u n t  o f  .  n e w
d e f i n i t i o n s  o f t h e semant  i cs. W e  r e f e r  t o  t h i s  s u b g o a l e r  a s  V C G
( V e r i f i c a t i o n  C o n d i t i o n  G e n e r a t o r ) ; d e t a i l s  o f  i t s  i m p l e m e n t a t i o n  a r e
g i v e n  i n  S e c t i o n  4  a n d  s a m p l e  o u t p u t s  i n  S e c t i o n  5 .

H o w e v e r , t h e r e  a r e  p r o b l e m s . A t  a n y  s t e p  m o r e t h a n o n e d e d u c t i o n
r u l e may be a p p l i c a b l e  t o  g e n e r a t e  f u r t h e r  s u b g o a l s . T o  d e a l  w i t h
t h i s  a m b i g u i  t y , w e  h a v e  c h o s e n  a  s e t  o f  d e d u c t i o n  r u l e s  ( s o m e  o f  t h e m
d e r i v e d ru I es i n  Hoare’s sys tem) f o r  s u b g o a l  g e n e r a t i o n  w h i c h  i s
unatnb i guous, W e  s h a l l  s h o w  t h a t  t h i s  s e t  i s  d e d u c t i o n  c o m p l e t e .  T h i s
means t h a t if a p a r t i c u l a r v e r i f i c a t i o n  c a n  b e  p r o v e d  i n  Hoare’s
s y s t e m , t h e n  V C G  w i l l p r o d u c e  a s u f f i c i e n t set of v e r i f i c a t i o n
c o n d i t i o n s  f r o m  w h i c h  s u c h  a  p r o o f  m a y  t h e n  b e  c o n s t r u c t e d . H o w e v e r ,
t h e s e  c o n d i t i o n s  m a y  n o t  b e  p r o v a b l e  u n l e s s  t h e  u s e r  s u p p l i e s  c e r t a i n
c r u c i a l a s s e r t i o n s  a t i n t e r m e d i a t e p o i n t s  i n  h i s  p r o g r a m  ( e . g .  a n
i n v a r i a n t  f o r  e a c h  l o o p ) . F i n a l l y  w e  a l s o  n e e d  t o  k n o w t h a t t h e
d e d u c t i o n  s y s t e m  i s  c o n s i s t e n t .

S e c t i o n  3 d e a l s  w i t h  t h e s e  l o g i c a l  probl,ems. W e  g i v e  a  s m a l l  s e t  o f
a x i o m s and d e d u c t i o n r u l e s , c a l  l e d t h e  C O R E , f r o m  w h i c h  a l l  o f

.Hoare’s r u l e s  c a n  b e  d e r i v e d ; s o m e  s a m p l e  d e r i v a t i o n s  a r e  i n c l u d e d .  A
s t r a i g h t - f o r w a r d  s e t  t h e o r e t i c  m o d e l  o f  t h e  c o r e  i s  c o n s t r u c t e d ; t h i s
g i v e s  u s  a  s e m a n t i c  p r o o f  o f  c o n s i s t e n c y  o f  t h e c o r e . The set of
ru I es u s e d b y  V C G  i s  g i v e n  a n d  i s  s h o w n  t o  b e  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e
c o r e and p o w e r f u l e’nough t o  d e r i v e t h e  c o r e ( h e n c e  d e d u c t  i  o n
c o m p l e t e n e s s ) . P r e l i m i n a r y  c o m m e n t s , d e f i n i t i o n s  a n d e x a m p l e s
c o n c e r n i n g  P a s c a l p r o g r a m s , t h e  a s s e r t i o n I anguage and a s s e r t e d
p r o g r a m s  a r e  g i v e n  i n  S e c t i o n  2.

V C G  i s  a l r e a d y  a  u s e f u l  t o o l , N u m e r o u s  e x a m p l e  p r o g r a m s  h a v e  b e e n
v e r i f i e d  b y manua l  l y p r o v i n g t h e v e r i f i c a t i o n cond i  t  i ons . M o r e

- i n t e r e s t i n g l y , a n d  o f  m o r e  p r o m i s e , V C G  i s  i n t e n d e d  t o  b e  t h e  i n i t i a l
p a r t o f  a n  a u t o m a t i c  v e r i f i c a t i o n  a n d  d e b u g g i n g  s y s t e m , T h e  o v e r a l l
p l a n  i s  s h o w n  i n  F i g u r e  1 . A s s e r t e d  p r o g r a m s  a r e  i n p u t  t o  V C G . Ttie .
o u t p u t v e r i f i c a t i o n  c o n d i t i o n s  a r e  s i m p l i f i e d  r e l a t i v e  t o  d a t a  f i l e s
c o n t a i n i n g  r e l e v a n t  p r o p e r t i e s  o f  t h e  o p e r a t o r s  a n d  f u n c t i o n s  i n t h e
c o n d i  t  i o n s . I t  w i l l become e v i d e n t  f r o m  t h e  e x a m p l e s  i n  S e c t i o n  5
that a g r e a t deal of e l e m e n t a r y s i m p l i f i c a t i o n  o f v e r i f i c a t i o n
c o n d i t i o n s i s b o t h n e c e s s a r y  a n d  e a s y  t o  d o . T h e  t r u t h  o f  m a n y  o f
t h e  c o n d i t i o n s  w i  I  I  b e e s t a b l i s h e d  a t t h e s i m p l i f i c a t i o n s t a g e .
N e x t , t h e  c o n d i t i o n  A n a l y z e r i s  i n t e n d e d  t o  r e d u c e  p r o b l e m s  g i v e n  t o
t h e  t h e o r e m  p r o v e r and to f i n d  b u g s . I t  a t t e m p t s  t o  c l a s s i f y
v e r i f i c a t i o n c o n d i t i o n s  a c c o r d i n g  t o  p r o b a b l e  m e t h o d  o f  p r o o f  a n d  t o
g e n e r a t e  s i m p l e r  s u b p r o b l e m s , a n d  a l s o  a t t e m p t s  t o  f i n d  t h e  “ c l o s e s t ”
s i n i i  lar c o n d i t i o n  t h a t  i s  p r o v a b l e  w h e n  a  p r o o f  o f  a  g i v e n  c o n d i t i o n
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i s  n o t  f o u n d . T h i s  l a t t e r  k i n d  o f  a n a l y s i s i s  o n e  m e t h o d  o f  c a t c h i n g
b u g s - - f inding m i ss i ng a s s u m p t i o n s i n v e r i f i c a t i o n c o n d i t i o n s .
C u r r e n t l y  a  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  t h e o r e m - p r o v e r  o f  A l l e n  a n d  Luckham
L19701 i s b e i n g  u s e d  s u c c e s s f u l l y  b y  J . M o r a l e s  t o  p r o v e  c o n d i t i o n s
o u t p u t  b y  V C G  f o r  v a r i o u s  s o r t i n g  p r o g r a m s  ( s e e S e c t i o n  5 . 4 1 . T h i s
p r o p o s e d  s y s t e m t h u s  a p p e a r s  t o  h a v e  a  g o o d  c h a n c e  o f  b e i n g  d e v e l o p e d
i n t o  s o m e t h i n g  u s e f u l .

What h a s  b e c o m e  e v i d e n t  i s  t h a t  V C G  i s  n o t  a  t r i v i a l  e l e m e n t  i n  t h i s
t y p e  o f v e r i f i c a t i o n s y s t e m . In order to make such a system
p r a c t i c a l , t h e  a m o u n t  o f  d o c u m e n t a t i o n  t h e  u s e r  i s  r e q u i r e d  t o  s u p p l y
w i t h  h i s  p r o g r a m  s h o u l d  b e  r e s t r i c t e d  t o wha t w o u l d  b e c o n s i d e r e d
n a t u r a l f o r human u n d e r s t a n d i n g  o f wha t t h e  p r o g r a m and i t s
s u b - p r o g r a m s  d o . A t  t h e  m o m e n t  V C G  p l a c e s  r a t h e r  m o r e  w e i g h t  o n
d o c u m e n t a t i o n  t h a n  w e  w o u l d  l i k e . H o w e v e r  i t  i s  a l r e a d y  e a s y  t o s e e
h o w  t o  e x t e n d  V C G  b y  a d d i n g  s o m e  a d d i t i o n a l  r u l e s  t h a t  w i  I  I  p e r m i t  i t
t o  d e d u c e  i n t e r m e d i a t e  d o c u m e n t a t i o n  f o r  i t s e l f  i n  s o m e  c a s e s .

-------------- -------------
1 D A T A  F I L E S  1 1 D A T A  FILES1

- - - - - - - - - I - - - - - - w - - - - - - - - - -
A I A I

I n p u t I v I v
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - - - - - -

I VCG I 1 S I M P L I F I E R  1 I ANALYZER I --> 1 THEOREM 1
- - - - >I I - - - > 1 I ---> 1 I c - -  1 P R O V E R  }

-------we ------m--w---- -------e---- ----w----m
I I
I I
I I

V V
--.a.------- - - - - - - - - - -

1 OUTPUT 1 I O U T P U T  I
----m----m ----------

F IGURE 1 : PLANNED AUTOMATIC VERIFICATION AND DEBUGGING SYSTEM
a
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2 . PROGRAMS WITH ASSERTIONS

2 . 1  P A S C A L ,

A comprehens i ve d e f i n i t i o n o f  P a s c a l i s  p u b l i s h e d  b y  Wirth
[1971,19721  a n d  Hoare a n d  Wir th [19721. O u r  c h o i c e  o f  Pasca  I  a s t h e
pr ogr anim i ng I anguage i s m o t i v a t e d  b y t h e d e v e l o p m e n t  o f  Hoare’s
d e d u c t  i o n  s y s t e m  a n d  i t s  u s e  t o d e f i n e t h e s e m a n t i c s  o f P a s c a l .
P a s c a l  i s  a n  A l g o l - l i k e  l a n g u a g e  s o  a  r e a d e r  f a m i l i a r  w i t h  A l g o l  w i l l
h a v e  n o  t r o u b l e  u n d e r s t a n d i n g  t h e  e x a m p l e s  o f  p r o g r a m s  a n d c o n d i t i o n
g e n e r a t i o n i n  t h i s  p a p e r . T h u s  i n s t e a d  o f  i n c l u d i n g  a d e f i n i t i o n  o f
Pasta I  h e r e , w e  s h a l l  p o i n t  o u t s o m e  o f t h e main d i f f e r e n c e s  o f
c o n c e r n t o  u s  b e t w e e n  P a s c a l  a n d  A l g o l . T h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e  s h o w s
a  p r o g r a m  c o n t a i n i n g  a p r o c e d u r e  d e f i n i t i o n ,  v a r i a b l e  d e c l a r a t i o n s ,  a
r e c u r s i v e f u n c t i o n d e f i n i t i o n and a  p r o g r a m  b o d y  w h i c h  c a l l s  t h e
p r o c e d u r e  a n d  f u n c t i o n ;  i t  i s  w r i t t e n  f i r s t i n  A l g o l and t h e n i n
Pasta I .

ALGOL PROGRAM:

B E G I N
I N T E G E R  A L P H A ,  B E T A ,  Q U O T ,  R E M ,  Q, R, X, Y, I;

PROCEDURE QUOTREM(R,Q,X,Y); VALUE X, Y; INTEGER R, Q, X, Y;
BEGIN R := X; Q := 0:

FOR I := 1 WHILE Y 2 R DO
BEGIN R := R. - Y; Q := 1 t Q EN0

END;

I N T E G E R  P R O C E D U R E  F A C T ( N ) ;  I N T E G E R  N ;
B E G I N  I F  N  =  0  T H E N  F A C T  := 1  E L S E  F A C T  :- N * FACT(N-1)  E N D :

BETA := 3; X := 6; Y := 4;
ALPHA := FACT(BETA):
;UDTREM  IQUOT, R E M ,  XtY, X - Y )  ;

:= Q U O T ;  R  := R E M
END

PASCAL PROGRAM:

V A R  A L P H A ,  B E T A ,  Q U O T ,  R E M ,  Q, R ,  X ,  Y  :  I N T E G E R ;

P R O C E D U R E  QUOTREM(VAR R, Q :  INTEGER; X,  Y t I N T E G E R ) ;
BEGLN R := X; Q := 0;

WHILE Y s R DO
BEGIN R := R - Y; Q :m 1 t Q END

END:

F U N C T I O N  F A C T  tN: I N T E G E R )  :  I N T E G E R :
B E G I N  I F  N  =  0  T H E N  F A C T  := 1  E L S E  F A C T  :- N x FACT(N-11  E N D ;

6



BEGIN BETA := 3; X := 6; Y := 4;
ALPHA := FACT(BETAI;
Q U O T R E M  (QUOT, REM, XtY, X-Y) ;

Q := QUOT; R := R E M
END.

EXAMPLE 3: A PROGRAM IN ALGOL AN0 PASCAL

T h e  d i  f  f e r e n c e s i n d e c l a r i n g v a r i a b l e s a r e u n i m p o r t a n t f o r o u r
p u r p o s e s . The type o f  t h e  f u n c t i o n  i s  i n d i c a t e d  a f t e r  t h e  r i g h t
p a r e n t h e s i s i n  P a s c a l  r a t h e r  t h a n b e f o r e t h e  w o r d “PROCEDURE” i n
Algal. The  open  i  ng  “BEGIN” i n  A l g o l  a p p e a r s  j u s t  b e f o r e  t h e  m a i n
p r o g r a m  ‘ i n  Pasta I. I n  t h e  f o r m a l  p a r a m e t e r  p a r t  o f  p r o c e d u r e  a n d
f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s , P a s c a l  i n c l u d e s  t h e  s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e  f o r m a l
p a r a m e t e r s i n s i d e  t h e  p a r e n t h e s e s :  i n A l g o l t h i s s p e c i f i c a t i o n i s
m a d e  a f t e r  t h e  l i s t  o f  p a r a m e t e r s  t o  b e  c a l l e d  b y  v a l u e .

The r e m a i n i n g d i f f e r e n c e may be s k i p p e d u n t i l p r o c e d u r e s a r e
d i scussed i n d e t a i  I l a t e r . T h e  w o r d  “VAR” i n  t h e  P a s c a l  f o r m a  I
p a r a m e t e r p a r t means R  a n d  Q a r e  v a r i a b l e  p a r a m e t e r s . T h e
c o r r e s p o n d i n g a c t u a l p a r a m e t e r s  m u s t  b e  v a r i a b l e s ( a n d  n o t  m o r e
g e n e r a l  e x p r e s s i o n s ) ;  a s s i g n m e n t  t o  R o r  Q i n the body of t h e
p r o c e d u r e a f f e c t s t h e  c o r r e s p o n d i n g  a c t u a l  p a r a m e t e r s . T h e  a b s e n c e
o f “VAR”  b e f o r e  X  a n d  Y  m e a n s  X  a n d  Y  a r e  v a l u e p a r a m e t e r s  i n t h e
A l g o l 6 0  s e n s e  ( r e p r e s e n t i n g  a  c h a n g e  i n  t h e  r e v i s e d  P a s c a l  f r o m  t h e

‘ o r i g i n a l  d e f i n i t i o n ) . T h e  c o r r e s p o n d i n g  a c t u a l  p a r a m e t e r s m u s t
b e expressi on’s ( o f  w h i c h  a  v a r i a b l e i s a  s i m p l e  case), A  v a l u e
p a r a m e t e r  r e p r e s e n t s  a  v a r i a b l e l o c a l  t o  t h e  p r o c e d u r e  t o wh i ch t h e
v a l u e  o f t h e c o r r e s p o n d i n g a c t u a l  p a r a m e t e r i s  i n i t i a l l y  a s s i g n e d
u p o n  a c t i v a t i o n  o f  t h e  p r o c e d u r e . A s s i g n m e n t s t o  v a l u e  p a r a m e t e r s
f r o m w i t h i n t h e p r o c e d u r e a r e  p e r m i t t e d , b u t  d o  n o t  a f f e c t  t h e
c o r r e s p o n d i n g  a c t u a l  p a r a m e t e r s . ( F o r  f u r t h e r  d e t a i l s  o f  P a s c a l s e e
Wirth 11971,  19721).

A t  t h e  m o m e n t  V C G  w i l l  a c c e p t  a  s u b s e t  o f  l e g a l  P a s c a l  p r o g r a m s  b u i l t

UP f r o m : a s s i g n m e n t ,  w h i l e ,  c o n d i t i o n a l ,  a n d  g o  t o  s t a t e m e n t s ;
-recurs i ve p r o c e d u r e and f u n c t i o n d e f i n i t i o n s and c a l  I s ;
o n e - d i m e n s i o n a l a r r a y s a r e a l  l o w e d  o n e i t h e r s i d e  o f  a s s i g n m e n t
s t a t e m e n t s .

2.2. ASSERTIONS

A s s e r t i o n s  a r e  c o n d i t i o n s  o n  t h e  s t a t e  o f t h e  c o m p u t a t i o n  o f  a
p r o g r a m .  T h u s , i f  a s s e r t i o n  P  i s  p l a c e d  a t  s o m e  p o i n t  i n p r o g r a m  A ,
t h e i n t e n t i o n i s t h a t  w h e n  A  i s  r u n , e v e r y  t i m e  P  i s  e n c o u n t e r e d  P
m u s t  b e  t r u e  o f  t h e  c u r r e n t  c o m p u t a t i o n  s t a t e  o f  A .
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E s s e n t i a l  ly, o u r  a s s e r t i o n  l a n g u a g e  a l l o w s  a s s e r t i o n s  t o  c o n t a i n  a n y
w e l l - f o r m e d  f o r m u l a  o f  a  s t a n d a r d  f i r s t - o r d e r  t h e o r y  a n d  i n  a d d i t i o n ,
n o n - s t a n d a r d  r e l a t i o n s  m a y  b e  i n t r o d u c e d  b y  d e f i n i t i o n s . I n  p r a c t i c e
w e  h a v e  a d o p t e d  a  s l i g h t l y  m o r e  u s a b l e  a n d  r e a d a b l e f o r m a l I  anguage
f o r  t h e  a s s e r t i o n s  o f  V C G .

(i) A  t e r m  i n  t h e  a s s e r t i o n  l a n g u a g e  i s  a  P a s c a l  e x p r e s s i o n ,

(ii) A t o m i c  a s s e r t i o n s  a r e  e i t h e r  p r e d i c a t e s  ( i . e .  i d e n t i f i e r s )  w i t h
t e r m s  a s  a r g u m e n t s  o r  t e r m s ,

(i i i1 A s s e r t i o n s a r e w e l l - f o r m e d l o g i c a l  f o r m u l a s  c o n s t r u c t e d  f r o m
a t o m i c a s s e r t i o n s u s i n g l o g i c a l  c o n n e c t i v e s  a n d  q u a n t i f i e r s
a c c o r d i n g  t o  t h e  u s u a l  w e l l - k n o w n  r u l e s .

H e r e  a r e  s o m e  e x a m p l e s :

(1) X=Y+Z

(2) -(Y<R)  A (X = R+Y*Q)

(3) Z*POWER(W,I)  = POWER(X,Y)

(4) VK((~IK)  A (KIN-~) > A[KI 5 A[K+ll)&
PERRUTATION(A,AB).

T h e  f i r s t  t h r e e  a s s e r t i o n s  a r e  e x p r e s s i o n s  i n  P a s c a l (and i n f a c t
B o o l e a n  e x p r e s s i o n s  i n  Algol) a n d  u s e  a  p r e c e d e n c e  a m o n g  o p e r a t o r s  t o
s i m p l  i  f y  n o t a t i o n  ( b e l o w ) . A s s e r t i o n  (4) i s  n o t  a  B o o l e a n  e x p r e s s i o n
i n  A l g o l ( b e c a u s e i t c o n t a i n s a  q u a n t i f i e r )  n o r  a n  e x p r e s s i o n  i n
P a s c a l  ( b e c a u s e  o f  t h e  q u a n t i f i e r  a n d  i m p l i c a t i o n ) ,

T h e  a s s e r t i o n  l a n g u a g e  c o n t a i n s  d i f f e r e n t  c o n n e c t i v e  s y m b o l s  f o r  b o t h
I M P L I C A T I O N  a n d  A N D  t o improve r e a d a b i  1 i ty o f v e r i f i c a t i o n
c o n d i t i o n s . T h e  p r e c e d e n c e  o r d e r o f  c o n n e c t i v e s  a n d  a r i t h m e t i c a l
o p e r a t o r s ,  p r e d i c a t e s ,  a n d  q u a n t i f i e r s  i s :

1 . &(and); 2 .  -) ( i m p l i e s ) ,  2 ( i m p l i e s ) ; 3, -, 2, <, >, s, 2; 4 . v,..+,-
-; 5. A ( a n d ) ,  *, 1, D I V , ROD; 6. -9 v, 3.

T h i s  a g r e e s  w i t h  t h e  p r e c e d e n c e  i n  P a s c a l  e x p r e s s i o n s .

NOTATION: A s s e r t i o n s  a n d  B o o l e a n  e x p r e s s i o n s  w i l l  u s u a l l y  b e  d e n o t e d
b y  P,Q,R,S,

2.3 ASSERTED PROGRAMS

A s s e r t i o n s  a r e  a d d e d  t o  p r o g r a m s  a s  a d d
w i t h  t h e  s p e c i a l  s y m b o l  A S S E R T ,  n a m e l y

8
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< a s s e r t  s t a t e m e n t >  ::= A S S E R T  < a s s e r t i o n >

T h u s  a n  a s s e r t e d  p r o g r a m  i s  a l e g a l  P a s c a l  p r o g r a m  i f  w e  i m a g i n e  t h a t
t h e s y n t a x  o f t h e  P a s c a l  s t a t e m e n t  i s  e x t e n d e d  b y  a d d i n g  t h e  e x t r a
c l a u s e  b e l o w  t o  t h e  s y n t a x  d i a g r a m  o f  “ s t a t e m e n t ” ( s e e a p p e n d i x  t o
W i r t h  [19721):

------------ -----------------
------> ( A S S E R T  I - - - - - - - - - > 1 A S S E R T I O N  I - - - - >

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

T h e  a s s e r t  i o n s  a t  t h e  e n t r y  a n d  e x i t  o f  a  p r o c e d u r e d e f i n i t i o n ,
f u n c t i o n d e f i n i t i o n , o r  m a i n  p r o g r a m  h a v e  t h e  w o r d  “ A S S E R T ”  r e p  I  a c e d
b y  “ E N T R Y ”  a n d  “ E X I T ”  r e s p e c t  i  v e  I  y. B o t h  e n t r y  a n d  e x i t  s t a t e m e n t s
a p p e a r  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  u n i t .

T h e r e  a r e  s o m e  f u r t h e r  r e s t r i c t i o n s . T h e  b a s i c  r u l e  a b o u t p l a c i n g
a s s e r t i o n s in a s o u r c e p r o g r a m  i s  t h a t  e v e r y  l o o p  m u s t  c o n t a i n  a t
I  eas t  one  asse t - t  i  on . T h i s r e q u i r e m e n t i s met i f t h e r e is an
a s s e r t i o n a t  e v e r y  i t e r a t i o n  s t a t e m e n t  (i.e., i m m e d i a t e l y  b e f o r e  t h e
s t a t e m e n t )  a n d  a n  a s s e r t i o n  a t  e v e r y I abe I (i.e., j u s t a f t e r t h e
l a b e l ) . A l t h o u g h  t h e s e  r e q u i r e m e n t s  a r e  n o t  a  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n ,
t h e y  a r e  a  s i m p l e  a n d  c o n v e n i e n t  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  t o  g u a r a n t e e  a n
a s s e r t i o n i n  e v e r y  l o o p . A n  a s s e r t i o n  i s  r e q u i r e d ,  f o r  t h e  e x i t  o f  a
p r o g r a m .  Wi t h  n o l o s s  o f g e n e r a l i t y  w e a s s u m e  a s i n g l e e x i t ,

‘ A s s e r t  i o n s  m a y o p t i o n a l l y  b e  p l a c e d  a n y w h e r e  e l s e . I f  a n  a s s e r t i o n
i s  m i s s i n g  f r o m  t h e  e n t r a n c e ,  V C G  w i l l assume t h e  e n t r y a s s e r t i o n
“ U N R E S T R I C T E D ” ,  a synonym f o r “TRUE”. A  s o u r c e  p r o g r a m w i t h
a s s e r t i o n s  p l a c e d  t o  m e e t  t h e s e  r e q u i r e m e n t s  i s c a l l e d  a n ASSERTED
PROGRAM. E x a m p l e s  o f  a s s e r t e d  p r o g r a m s  a r e  g i v e n  i n  Sec’tion  5 .

NOTATION: A s s e r t e d  p r o g r a m s  w i l l  b e  d e n o t e d  b y  A,B,C,O.

2.4 LOGIC OF ASSERTED PROGRAMS

,We r e v i e w b r i e f l y  h e r e  t h e  e l e m e n t s  o f  Hoare’s i n f e r e n c e  s y s t e m  f o r
p r o v i n g  p r o p e r  t  i  e s  o f  p r o g r a m s .

S T A T E M E N T S  o f  t h e  l o g i c  a r e  o f  t h r e e  k i n d s .

(if a s s e r t i o n s ,

(ii) s t a t e m e n t s  o f  t h e  f o r m  PIA)Q w h e r e  P,Q a r e  a s s e r t i o n s  a n d  A
i s  a  p r o g r a m  o r  a s s e r t e d  p r o g r a m .

P {Al Q m e a n s “ i f  P  i s  t r u e  o f  t h e  i n p u t ’  s t a t e  a n d  A h a l t s ( o r h a l t s
n o r m a l  Iy i n t h e case that A contains a GO TO to a label not in A1
t h e n  Cl i s  t r u e  o f  t h e  o u t p u t  s t a t e ” .
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(iii) p r o c e d u r e  d e c l a r a t i o n s ( d e f i n i t i o n s )  o f  t h e  f o r m  p  P R O C  K  w h e r e

P is a p r o c e d u r e n a m e  a n d  K  i s  a  p r o g r a m  o r  a s s e r t e d  p r o g r a m
( t h e  p r o c e d u r e  b o d y ) . .

T h e r e  i s  a n  i n f i n i t e  s e t  o f  v a r i a b l e s  p,q,r,... t h a t  r a n g e o v e r
p r o c e d u r e s . T h u s  u n d e c l a r e d  p r o c e d u r e  n a m e s  o c c u r r i n g  i n  s t a t e m e n t s
a r e  f r e e  v a r i a b l e s  r a n g i n g  o v e r  p r o c e d u r e s .

A  R U L E  O F  I N F E R E N C E  i s  a  t r a n s f o r m a t i o n  r u l e  f r o m  a  s e t  o f  s t a t e m e n t s
( p r e m i s e s , say  H ,...,H I t o  a s t a t e m e n t ( c o n c l u s i o n , s a y  KI t h a t

1 n
i s  a l w a y s  o f  k i n d  ( i i ) . S u c h  r u l e s  a r e  d e n o t e d  b y

H , l � l 9 H
1

Rl l -mw-----n

K

T h e  c o n c e p t  o f  P R O O F  i n  Hoare’s s y s t e m  i s  d e f i n e d  i n  t h e  u s u a l  w a y  a s
a  s e q u e n c e  o f  s t a t e m e n t s  t h a t  a r e e i t h e r a x i o m s  o r o b t a i n e d f r o m
p r e v i o u s  m e m b e r s  o f  t h e  s e q u e n c e  b y  a  r u l e , A  sequence i s  a  p r o o f  o f
i t s  e n d  s t a t e m e n t .

We use H 1 I- K to denote that K can be proved by assuming H. H I- K
d e n o t e s  t h e  s a m e  t h i n g  f o r  f i r s t  o r d e r  l o g i c .

.Some  r u l e s  h a v e  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  subproof  a s  a  p r e m i s s ;  t h e y  a r e  o f
t h e  f o r m

H , l l l * H , 1 II-J
1 n

R 2 . - - - - - - - - - - - - - - - - - -

K

S u c h  r u l e s  p e r m i t  d e d u c t i o n s  o f  a s s e r t i o n s  o n  r e c u r s i v e  p r o c e d u r e
c a l  I s .

We e x t e n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  p r o o f  t o  i n c l u d e  t h e  n o t i o n  o f  a s s u m p t i o n
o r  d e p e n d e n c y . A n  a r b i t r a r y  w e l l - f o r m e d  f o r m u l a  c a n  a p p e a r in a
p r o o f s e q u e n c e , B u t  i n  s u c h  a  c a s e  t h a t  f o r m u l a  i s  s a i d  t o  h a v e  a
f o r m u l a  i d e n t i c a l  w i t h  i t s e l f  a s i t s ( u n i q u e ) a s s u m p t i o n f o r m u l a .
E a c h f o r m u l a i 17 t h e sequence h a s  a n  a s s o c i a t e d  s e t  o f  a s s u m p t i o n
f ormu I as, w h i c h  c a n  b e  e m p t y , a n d  w h i c h  m u s t  b e  e m p t y  i f i t i s t h e
e n d -  f o r m u l a i n  t h e  s e q u e n c e . E a c h  r u l e  o f  i n f e r e n c e  p r e s e r v e s  t h e
a s s u m p t i o n s  u n l e s s  s p e c i f i e d  o t h e r w i s e , Thus t h e  c o n c l u s i o n  o f  a
r u l e  o f t h e f o r m  Rl i s  d e p e n d e n t  o n  t h e  s e t  o f  a s s u m p t i o n s  t h a t  i s
t h e  s e t - t h e o r e t i c  u n i o n  o f  t h e  s e t s  o f  a s s u m p t i o n s  o f  t h e p r e m i  sses.
I n o t h e r w o r d s , assumpt  i ons a r e i n h e r i t e d f r o m  p r e m i s s e s  t o
c o n c l u s i o n s .
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A s s u m p t i o n s  c a n  b e  d i s c h a r g e d  o n l y  i f  t h e  r u l e  i s  o f  t h e  f o r m  R 2 .  I n
t h i s  c a s e  t h e  a s s u m p t i o n  f o r m u l a  d e s i g n a t e d  b y  1 c a n  b e d i s c h a r g e d
f r o m  t h e  s e t  o f  a s s u m p t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c o n c l u s i o n  d e s i g n a t e d
by K, w h i l e  o t h e r  a s s u m p t i o n s  a r e  i n h e r i t e d .

I n t u i t i v e l y  I  II- J  m e a n s  I i m p l i e s  J ,  a n d  a  f r e e  v a r i a b l e ,  s a y  r,
r e a d s “ f o r  a n y  r”.

T h e  r u l e s  o f  i n f e r e n c e  d i s c u s s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n s  a l l h a v e ,
w i t h  o n e  e x c e p t i o n , a t  m o s t  t w o  p r e m i s s e s . P r o o f s  m a y  b e  r e p r e s e n t e d
i n  t h e  u s u a l  w a y  b y  b i n a r y  t r e e s .

S U B S T I T U T I O N  o f  a n  e x p r e s s i o n  t  f o r  a  v a r i a b l e  x  i n  a n  e x p r e s s i o n  E
is denoted by x

El
L

W e n o t e t h a t t h e t e r m i n a t i o n  o f  a  p r o g r a m  A  i s  n o t  e x p r e s s a b l e  i n
Hoare’s s y s t e m  b y  s t a t e m e n t s  o f  t h e  f o r m  PIAfQ. O n t h e o t h e r h a n d ,
non- term i na t i on c a n  b e  e x p r e s s e d  b y  s t a t e m e n t s  s u c h  a s  TRUE(A)FAL
T h e r e  m a y  b e  s o m e i n d i r e c t  w a y s  o f  c o n s t r u c t i n g  f o r m u l a s  t h a t  m e a n  ‘ A
te rm i  na tes f o r  a l l  i n p u t s  s a t i s f y i n g  P", a n d  i f  s o ,  i t  w o u l d  b e  n i c e
t o  k n o w  f o r  w h a t  c l a s s  o f  p r o g r a m s  t h i s  c a n  b e  d o n e .

REMARKS:

We p r e s u p p o s e a  s t a n d a r d  f i r s t - o r d e r  t h e o r y ,  w h i c h  s h a l l  b e  d e n o t e d
by L r e p r e s e n t i n g  t h e  p r o p e r t i e s  o f t h e  p r i m i t i v e f u n c t i o n s and
p r e d i c a t e s used i n  P a s c a l . However , o u r  c o n s t r u c t i o n  i s  u n i f o r m  i n
t h a t  c h o o s i n g  d i f f e r e n t  f i r s t - o r d e r  t h e o r i e s  c h a r a c t e r i z i n g p o s s i b l y
d i f f e r e n t f u n c t i o n s  a n d  p r e d i c a t e s  d o e s  n o t  a f f e c t  t h e  f r a m e w o r k .  A
s t a n d a r d  m o d e l  o f  t h e  t h e o r y  T  i s  f i x e d  a n d  d e n o t e d  b y  fl.

I n  o u r  f o r m a l  s y s t e m  t h e r e  a r e  t h r e e  k i n d s  o f  p r o c e d u r e  n a m e s  w e  h a v e
t o  d i s t i n g u i s h :
1) P r o c e d u r e  n a m e s  f o r  p r  imi t  i v e  p r o c e d u r e s . F o r  i n s t a n c e  a  l i b r a r y
p r o c e d u r e  w h o s e  b o d y  i s  i n h e r e n t l y  w r i t t e n  i n  a I anguage 0 f I ower
I eve I b e l o n g s  t o t h i s c a t e g o r y . (It i s  e v e n  p o s s i b l e  f o r  u s  t o

- r e g a r d  t h e  a s s i g n m e n t  s t a t e m e n t  a s  s u c h  a  p r o c e d u r e . )
21 P r o c e d u r e names f o r d e c l a r e d  p r o c e d u r e s . We r e g a r d  p r o c e d u r e
d e c l a r a t i o n s  a s  t h e  “ d e f i n i n g  a x i o m s ” o f  s u c h  p r o c e d u r e  n a m e s , w h i c h
c o n s t i t u t e  n o n l o g i c a l  a x i o m s i n  o u r  s y s t e m  a n d  s h a l l  b e  d e n o t e d  b y  J .
W e  a s s u m e  J  d o e s  n o t  a s s i g n  m o r e  t h a n  o n e  p r o c e d u r e  t o  a  n a m e .
3) P r o c e d u r e  n a m e s  u s e d  i n  d e r i v a t i o n s . In t h e  f o r m a l  s y s t e m  w e  w i l l
u s e  p r o c e d u r e  n a m e s  w h i c h  s h o u l d  i n t u i t i v e l y  b e r e g a r d e d  a s “ f r e e
var i ab I es”, wh i ch r e p r e s e n t a r b i  t r a r y p r o c e d u r e s . I n  p r o v i n g
m e t a t h e o r e m s  w e  w i l l  u s e  a  n a m e  f o r  e a c h  d e c l a r e d  p r o c e d u r e .

B e s i d e s  t h e  a b o v e , e a c h  p r o c e d u r e  nahie  i s  a s s u h i e d  t o  h a v e  “ar i  t y ” ,  s o
t h a t  i t  c a n  r e p r e s e n t  o r  v a r y  o v e r  d e c l a r e d  p r o c e d u r e s  w i t h , say, m
v a r i a b l e  p a r a m e t e r s  a n d  n  v a l u e  p a r a m e t e r s . S u c h  a  p r o c e d u r e  w i l l  b e
c a l  l e d  (m,n)-ary a n d  t h e  m  ( v a r i a b l e )  p a r a m e t e r s  a n d the n ( v a l u e )
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p a r a m e t e r s w i l l  b e c a l  l e d t h e l e f t  a n d t h e  r i g h t p a r a m e t e r s ,
r e s p e c t i v e l y .

I f  a  p r i m i t i v e  p r o c e d u r e  n a m e ,  s a y  q , o c c u r s  i n  a  p r o g r a m  a b o u t  w h i c h
w e  a r e  t o  p r o v e  a  c e r t a i n  t h e o r e m ,  w e  h a v e  t o  e i t h e r  g i v e  a set of
( n o n l o g i c a l 1  a x i o m s  o f  t h e  f o r m  PIq(x;yI)R o r  a  d e f i n i n g  a x i o m  f o r  q .
I n  hiost c a s e s , w e  s h a l l  a s s u m e  t h a t  t h e  p r o c e d u r e  c a n  b e w r i t t e n i n
P a s c a l  a n d  t h a t  t h e r e  i s  a  d e f i n i n g  a x i o m  f o r  i t .
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3 . THE BASIS INFERENCE SYSTEM FOR VCG.

I n t h i s sect ion w e  s t u d y  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s e t  V  o f  a x i o m s  a n d
r u l e s  o f  i n f e r e n c e  u s e d  b y  V C G . O n e  o f  o u r  m a i n  c o n c e r n s  i s  t h a t  t h e
ru I es o f  i n f e r e n c e  i n  V s h o u l d  b e  u n a m b i g u o u s  i n  t h e  s e n s e  t h a t  o n l y
o n e  r u l e  i s  a p p l i c a b l e  t o  g e n e r a t e  s u b g o a l s  f r o m  a n y  g i v e n  g o a l .  T h i s
wi I I c e r t a i n l y  b e t h e c a s e  i f  n o  t w o  r u l e s  h a v e  c o n c l u s i o n s  w h i c h
h a v e  c o m m o n  s u b s t i t u t i o n  i n s t a n c e s ,  a  p r o p e r t y  w h i c h  i s true of V.
The rules of V, w h i c h  a p p e a r  a s  T a b l e  2  i n  s e c t i o n  3 . 3 ,  a r e  s i m p l e
c o m b i n a t i o n s  o f  Hoare’s  o r i g i n a l set of ru I es H  g i v e n i n  Hoare
[1971a, p. 1 1 6 1 . H a v i n g  c h o s e n  V , w e  m u s t  e s t a b l i s h  t h a t  i t  i s  b o t h
s o u n d  a n d  d e d u c t i o n  c o m p l e t e . W e  s h a l l  s h o w  f i r s t  t h a t  a set C of
s i m p l e ru I es ( t h e  C O R E ) i s sound and t h a t  a n y  r u l e  i n  H  c a n  b e
d e r i v e d  f r o m  C . We then show that V and C are i n t e r - d e r i v a b l e .  W e
s h a l  I b e g i n  b y s t u d y i n g  t h e  r e l a t i v e  d e r i v a b i l i t y  w h e n  n o n e  o f  t h e
s e t s  o f  r u l e s  c o n t a i n s  g o  t o ’ s  o r  a r r a y  v a r i a b l e s . The rules H are
e q u i v a l e n t  t o  t h e  f o l l o w i n g  s e t  o f  r u l e s .

3 . 1  T H E  C O R E  R U L E S

The s e t o f  a x i o m s  a n d  r u l e s  o f  t h e  c o r e  i s  g i v e n  i n  T a b l e  1 . Ru I es
D3 ( i t e r a t i o n ) , D 7  (adaptat i o n ) of H have been o m i t t e d ;  04
( a l t e r n a t i o n ) has b e e n  r e p l a c e d  b y  C 8  ( c o n d i t i o n a l ) . W e  h a v e  a d d e d
t h e  f r a m e  a x i o m  (C2) f o r  p r o c e d u r e  c a l l s  a n d  t h e a n d - o r r u l e K6);
Hoare’s s u b s t i t u t i o n r u l e (D6) c o r r e s p o n d s t o  o u r  l e f t  a n d  r i g h t
s u b s t i t u t i o n  r u l e s ,

N O T A T I O N :  X , y, z - l i s t s  o f  v a r i a b l e s :  p,q,r - p r o c e d u r e  names;s,  t
- l i s t s  o f  e x p r e s s i o n s ;  K  - p r o c e d u r e  b o d y ; p(x;y) - d e n o t e s  C A L L
p(x;y) w h e r e  x  a n d  y  a r e  t h e  l e f t  a n d  r i g h t  p a r a m e t e r s  o f  p. VAR (P1
d e n o t e s  t h e  f r e e  v a r i a b l e s  o f  P ;  p(x;y) P R O C  K  d e n o t e s a  d e c l a r a t i o n
o f  t h e  f o r m “ P R O C E D U R E  p(x;y) ; BEGIN K END”.

AXIOMS

Cl. a s s i g n m e n t  a x i o m s : PIXlxctlP
t

c 2 . f r a m e  a x i o m s : PIq(x;t))P  p r o v i d e d  -1x z VAR(P))

c3: p r o c e d u r e  d e c l a r a t i o n s : p(x;y) PROC K.

c 4 . l o g i c a l  t h e o r e m s : P for al I P s.t. I- P.

RULES
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c5. c o n s e q u e n c e :

C6. a n d / o r :

c7. composi  t  ion:

C8. c o n d i t i o n a l :

c9. s u b s t i t u t i o n :

P>Q, Q(AlR 9 PIAM, Q>R
- - - - - - - - - - - - - - - w - - B - - -

P IAl R P {Ai R

P (A1 Q, R (Al S P {Al Q, R IA1 S
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

PAR {Ai Q/G PvR {Al QvS

PtAIQ, QIBIR
- - - - - - - - - - - -

P IA;B)R

P A R (Ai Q, P/\-R IB) Q
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

PiIF R THEN A ELSE BIQ

(L) P(x;y) 1q(x;y)lQ(x;y)
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

P(z;y) {q(z;y)lQ(z;y)

(R) P(x:y) 1q(x;y))Q(x;y)
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

P (x: s) tq (x: s) 1 Q (x; s)

S U B J E C T  T O  T H E  R E S T R I C T I O N S : ( i )  s d o e s  n o t  c o n t a i n  m e m b e r s  o f  x ;  (ii1
m e m b e r s  o f  z  m u s t  b e  d i s t i n c t  a n d  y  a n d  z  a r e  d i s j o i n t .

C10. p r o c e d u r e  c a l  I  : p(x:y) P R O C  K(p), P1r(x:y)iQI I-P(K(r))Q
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

PIp(x;y))Q

w h e r e  p d o e s  n o t  o c c u r  i n  t h e  p r o o f  o f  t h e  r i g h t  h a n d  p r e m i s s ,
a n d  r d o e s  n o t  o c c u r  i n  a n y  o t h e r  a s s u m p t i o n  i n  t h a t  p r o o f .

TABLE 1 C:THE CORE RULES.

I n  o r d e r  t o  d e m o n s t r a t e  t h a t  C  i s  a s  “ p o w e r f u l ”  a s  H  w e  s h o w  t h a t  a n y
p r o o f  i n  H  o f  PlAlQ c a n  b e  t r a n s f o r m e d  i n t o  a  p r o o f  i n C of PtA’lQ
w h e r e  A ’ i s a  p r o g r a m  e q u i v a l e n t  t o  A . A n  a p p l i c a t i o n  o f  a  r u l e  R
(that is not a rule in Cl in the given proof is to be replaced by a
d e r i v a t i o n i n  C  o f  t h e  c o n c l u s i o n  o f  R a s s u m i n g  t h e  p r e m i s s e s  o f  R .
T h e  t r a n s f o r m e d  p r o o f  w i l l use on I y r u l e s  o f C and wil I p r o v e
e s s e n t i a l  ly t h e  s a m e  f o r m a l  s t a t e m e n t . I t  i s  c l e a r  t h a t  a p p l i c a t i o n s
o f  Hoare’s s u b s t i t u t i o n  r u l e (O6) c a n  b e  r e p l a c e d  b y  s u c c e s s i v e
a p p l i c a t i o n s  o f t h e l e f t a n d  r i g h t  r u l e s  (CS). We t h e r e f o r e  n e e d
o n l y  c o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  r u l e s .
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(04) A l t e r n a t i o n :

(cl71 Adaptat i o n :

(03) I t e r a t i o n :

Pl IAl Q, P2 IBI Q
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

i f  R t h e n  Pl e l s e  PZ{if  R  t h e n  A  e l s e  BIQ

P(a:e) (p(a;eHR(a;e)
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

P(a;e)AVa(R(a:e)>S(a;e)) Ip(a;e)IS(a;e)

PIAIS,  Sj- if Cl then P else R
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Slwhile II d o  A I R

(a) 0 4  i s  d e r i v a b l e  i n  C . L e t  P  i n  t h e  condit
if R then Pl else P2.

ional r u l e  K8) b e :

1 . Pl IAN, PZIBHI a s s u m p t i o n s  (prem

2 . P/\R>Pl,  PA-R>P2

isses o f  04)

3 . P A R IAl Q, PA-R 1Bl Cl c o n s e q u e n c e  (C51  1,2

4, i f  R then-P1 e l s e  PZIif R t h e n  A  e l s e  BIQ
c o n d i t i o n a l  K8) 3,

(b) D 7  i s  d e r i v a b l e  i n  C .

1. P(a;eI 1p(a;eIlR(a;eI a s s u m p t i o n  (premiss 07)

2 . Va(R(a;ekS(a;e))  ~p(a:e)}Va(R(a;e)>S(a:e))
f r a m e  a x i o m  K2).

3 . P(a;e)AVa(R(a:el>S(a:e))  {p(a:e)IR(a;e)A
V a  (R (a; e) >S (a; e) 1

a n d  r u l e  ICE;)  1,2.

4 . Pta;e)AVa(R(a;e)>S(a;e))  {p(a;e))S(a;e) cs, 3.

C o r r e s p o n d i n g  t o a n y  w h i  l e  s t a t e m e n t  “ w h i  l e  Q d o  A ”  w e  c a n  d e f i n e  a
r e c u r s  i  v e  p r o c e d u r e :

p r o c e d u r e  w h i  l e d e f  (x;v);

i f  Q t h e n  b e g i n  A ; ca l  I  wh i  lede f  (x;v);end
e l s e  e n d

w h e r e  x i s  t h e  l i s t  o f  v a r i a b l e s  i n  A  t h a t  a r e  s u b j e c t  t o  c h a n g e  i n
t h e  b o d y  A , a n d  v  i s  t h e  l i s t  o f  a l l  o t h e r  v a r i a b l e s  i n  Q o r  A .

W e  c o n s i d e r  a  m o d i f i e d  f o r m  o f  t h e  i t e r a t i o n  r u l e :
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(D3’ 1 PiAlS, S 3 if Q then P else R
___---------------------~~-~~

Skzal I  w h i  ledef(x;v)lR

(cl * 03’ i s  d e r i v a b l e  i n  C,

1 .

2,

3 .

4 .

5,

6.

7,

8 .

P {Al S A s s u m p t i o n  ( p r e m i s s  03’).

SAQ>P A s s u m p t i o n  ( p r e m i s s  03’)

SA-Q>R A s s u m p t i o n  ( p r e m i s s  03’1

SIcal I r(x;v)lR A s s u m p t i o n

P(A;cal  I r(x;vIlR c 7 ,  1,4

SAQtA;cal  I r(x;vIlR C 5 ,  2,5

S{if Q t h e n  b e g i n  A ;  c a l l  r(x;v):end
e l s e  endlR C 8 ,  6,3

Slcal I  w h i  ledef(x;vIlR c 1 0 ,  4,7

I f we are given a proof i n  H  o f  P(AlQ  w e  m a y  r e p l a c e  a p p l i c a t i o n s  o f
II4 and 07 by the proofs (a) and (b) ; a n  a p p l i c a t i o n  o f  03 i s  r e p l a c e d

bY a p r o o f (cl o f  D3’. W e  wil I  t h e n  h a v e  a  p r o o f  i n  C  o f  PlA’IQ
bihere A ’ i s  t h e  r e s u l t  o f  r e p l a c i n g  e a c h  w h i l e  s t a t e m e n t  i n A by a
ca l  I t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  w h i l e d e f  p r o c e d u r e . T h i s  i s  e a s i l y  p r o v e d
b y  i n d u c t i o n  o n  t h e  l e n g t h  o f  t h e  p r o o f . C l e a r l y  A ’ i s  e q u i v a l e n t  t o
A .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  t h a t  C  i s  a s  p o w e r f u l  a s  H .

I n  t h e  o t h e r  d i r e c t i o n , a l l  o f  t h e  c o r e  r u l e s  e x c e p t  t h e  f r a m e a x i o m
a n d  t h e  a n d - o r  r u l e  a p p e a r i n  H  w i t h  m i n o r  d i f f e r e n c e s  a n d  a r e  e a s i l y
s h o w n  t o  b e  d e r i v a b l e  i n  H . Thus, t o  s h o w  t h a t  p r o o f s  i n C can be
c a r r i e d o u t i n  H , w e  n e e d  o n l y  b e  c o n c e r n e d  w i t h  e l i m i n a t i n g  C2 a n d
C6.

-Recal I t h a t a  P a s c a l  p r o g r a m  m u s t  c o n t a i n  d e f i n i t i o n s  o f  a l l  c a l l e d
p r o c e d u r e s  e x c e p t l i b r a r y  p r o c e d u r e s  a n d  t h e r e  a r e  a  f i n i t e  n u m b e r  o f
t h o s e . T h i s p l a c e s  a f i n i t e b o u n d  o n t h e  n u m b e r  o f  d i f f e r e n t
p r o c e d u r e s  t h a t  c a n  e v e r  b e  c a l l e d  i n  a n y  c o m p u t a t i o n  o f  a  p r o g r a m .

d . * Lemma

1 I- T R U E  IAl TRUE fo r  any  p rog ram A .

PROOF
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W e  c a n  c o n s t r u c t  a  p r o o f  o f  TRUE(A)T  b y  u s i n g  t h e  r u l e s  (01-05) t o
g e n e r a t e  s u b g o a l s  s t a r t i n g  f r o m  t h e  g o a l  TRUEIAITRUE. A s s u m e  a  I  i s t
of variables r , r , r . . . d i s t i n c t  f r o m  t h e  l i s t  o f  p r o c e d u r e names

1 2 3
t h a t m a y  b e  c a l l e d  i n  a  c o m p u t a t i o n  o f  A . S u b g o a l s  a r e  g e n e r a t e d  b y
a p p l y i n g  t h e  r u l e s  r e c u r s i v e l y  a s  f o l l o w s  (03 a n d  04 a r e e q u i v a l e n t
t o  D3a a n d  D4*0:

(II21 S u b g o a l s TRUE iA1 TRUE, TRUE tB1 TRUE
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

TRUE iA: BI TRUE

(01)

(D3)*

Subgoa  l TRUE IBI TRUE
- - - - - - - - - - - - -
TRUEAP  (81 TRUE, 1 TRUE/\-P) 3TRUE
--------------------______c__

Goa I TRUEIwhi l e  P  d o  BITRUE

m 1 S u b g o a l s

(D4) * Goa I

TRUE IBI TRUE TRUE ICI TRUE
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
TRUEAP IBI TRUE, TRUE/\-P  {Cl TRUE
_-___-_-------------------------

TRUEiif  P  t h e n  B  e l s e  CITRUE

. (05) TRUE (K (r 11 TRUE
- - - - - - - -  ---w-v-

TRUE Ip Cx;vI 1 TRUE

w h e r e

Subgoa  l

Goa I

K i s  t h e  b o d y of P and r i s a u n i q u e  v a r i a b l e  t o  b e
P

s u b s t i t u t e d  f o r  t h e  p r o c e d u r e  n a m e  p  i n  e v e r y  s u b s e q u e n t s u b g o a  I o f
tOhe g o a l . T h e  p r o c e d u r e  t e r m i n a t e s  s i n c e  t h e  s u b g o a l s  i n  e a c h  o f  t h e
r u  I.es 0 2 - D 4  a r e  s h o r t e r  t h a n  t h e  g o a l s ,  a n d  D5 c a n  b e  a p p l i e d  o n l y
f i n i t e l y m a n y  t i m e s  s i n c e  t h e  l i s t  o f  p r o c e d u r e  n a m e s  t h a t  c a n  o c c u r
i s  f i n i t e  a n d  o n e  o f  t h e s e names i s e l i m i n a t e d f r o m al I f u r t h e r
s u b g o a l s  o f  a g o a l  t o  Llhich 05 a p p l i e s . T h e  l e n g t h  o f  a n y  s u b g o a l

-branch i s  b o u n d e d  b y  2nl w h e r e  n  i s  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e d u r e s  t h a t  c a n
b e c a l l e d  b y  A  a n d  I  i s  t h e  n u m b e r  o f  s t a t e m e n t s  i n  A . T h e  t e r m i n a l
s u b g o a l s are of two k i n d s : TRUE Ix+ t I TRUE (ax i ems) o r
T R U E  Ir tx; VI 1 TRUE . T h e  s e c o n d  k i n d i s t h e  a s s u m p t i o n for a n

P
app-lication  o f  05 t o  d e r i v e  a  g o a l  b e l o w  i t  (i.e. a  g o a l  o f  w h i c h i t
i s s u b g o a l ) .
TRUE {;I TRUE.

Thus t h e f i n a l subgoa l t r e e is a p r o o f  o f

(e) P iq (x; VI 1 P i s  p r o v a b l e  i f  -(xcVAR(P)).

T h i s  f o l l o w s  f r o m  l e m m a d  b y  a p p l y i n g  t h e  a d a p t a t i o n  r u l e  (D7):
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1. TRUE Iq (x; VI 1 TRUE

2 . T R U E  A (Vx) (TRUE>P) {q Ix; VI 1 P

3 . Piq(x:v)IP

lemma d,

D7,l.

D1,2 s i n c e  x  d o e s  n o t
o c c u r  i n  T R U E  o r  i n
P(by a s s u m p t i o n ) .

T h i s e s t a b l i s h e s  t h a t  C2 c a n  a l w a y s  b e  r e p l a c e d  i n  a  C O R E  p r o o f  b y  a
d e r i v a t i o n  i n  Hoare’s s y s t e m . T o  e l i m i n a t e  C 6  f r o m  a  C O R E  p r o o f  w e
a r g u e  a s f o l  l o w s . S u p p o s e  a  g i v e n  p r o o f  c o n t a i n s  a n  a p p l i c a t i o n  o f
A N D - O R ,  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y , let us say i t i s t h e f i na I
d e d u c t  i o n .  W e show t h a t t h i s o c c u r r e n c e  o f  A N D - O R  c a n  b e  e i t h e r
e l  i m i n a t e d  a l  t o g e t h e r  o r  “ m o v e d  u p ” t h e  p r o o f  t r e e  i n  t h e  s e n s e t h a t
i t i s r e p  I a c e d  b y a n  A N D - O R  a p p l i c a t i o n  t o  t h e  p r e m i s s e s  o f  t h e
p r e m i s s e s  o f  t h e  o r i g i n a l  a p p l i c a t i o n , This gives us a new proof
c o n t a i n i n g on I y e x p r e s s i o n s t h a t  a r e i n t h e  o l d  p r o o f . we s h o w
f u r t h e r  t h a t  i n  t h e  s e c o n d  c a s e  w h e r e  t h e  r u l e  i s  “ m o v e d  u p ” ,  i f t h e
m o v i n g u p  p r o c e d u r e  i s  r e p e a t e d  t h e  r u l e  w i l l  n e v e r  a g a i n  n e e d  t o  b e
a p p l i e d  i n  a n y  n e w  p r o o f  t o  t h e  s a m e  p a i r  o f  p r e m i s s e s  i t  w a s  a p p l i e d
t o o r i g i n a l l y . S i nce t h e  g i v e n  p r o o f  c o n t a i n s  a  f i n i t e  n u m b e r  o f
e x p r e s s i o n s  t h i s  e s t a b l i s h e s  t h a t  o u r  m o v i n g  u p  p r o c e d u r e t e r m i n a t e s
w i t h  a  p r o o f i n  w h i c h  a l l  a p p l i c a t i o n s  o f  A N D - O R  h a v e  d i s a p p e a r e d .

(f) LEMMA

T h e r e  i s  a  c o n s t r u c t i v e  p r o c e d u r e  f o r  e l i m i n a t i n g  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e
A N D - O R  r u l e  f r o m  C O R E  p r o o f s .

PROOF.

S u p p o s e  a  g i v e n  C O R E  p r o o f  c o n t a i n s  o n e  d e d u c t i o n  b y  A N D - O R  o f ,  t h e
f o r m

Hl,HZ H3,H4 ( r u l e  RI
---me ---mm

0. I J (AND-OR)
- - - - - - - - - -

K

w h e r e  R i s  n o t  A N D - O R .

W e  ,give a  p r o c e d u r e  w h e r e b y  e i t h e r

(a) D c a n  b e  r e p l a c e d  b y  a  d e d u c t i o n  o f  K  f r o m  a x i o m s  b y  t h e  r u l e
0  f  consequence ,

o r

(b) D c a n  b e  r e p l a c e d  b y
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01.
Hl';H3' HZ',H4' (AND-OR)
-WV--- ------

11 Jl ( r u l e  RI
- - - - - - - - - - -

K

In case (b), for each i, t h e  subproof H i ’ i n  0 1  c o n t a i n s  o n l y
s t a t e m e n t s occurr  i ng i n  t h e  subproof H i  i n  0. R e p e a t e d  a p p l i c a t i o n
o f  t h e  p r o c e d u r e  c a n n o t  r e s u l t  i n  ( A N D - O R )  b e i n g  a p p l i e d  t o  t h e p a i r
I ,J o f  p r e m i s s e s  a g a i n .

W e n o t e t h a t s i nce t h e same prog ram p a r t mus t a p p e a r  i n  b o t h
p r e n i i s s e s  o f  a n  a p p l i c a t i o n o f  A N D - O R , t h e i m m e d i a t e l y p r e c e d i n g
r u l e s d e d u c i n g  t h o s e  p r e m i s s e s  m u s t  e i t h e r  b e  t h e  s a m e  r u l e  R o r  o n e
o f  t h e m  m u s t  b e  t h e  r u l e  o f  c o n s e q u e n c e .

Let us c o n s i d e r t h e  A N D - c a s e  o f t h i s r u l e f i r s t . W e  g i v e  t h e
r e p l a c e m e n t  p r o c e d u r e f o r  d i f f e r e n t  c a s e s  o f  r u l e  R :

(i) AXIOMS.
, : f;

A n  a p p l i c a t i o n  o f  A N D - O R  t o  a x i o m s

PI ix+elP ;I (xteIR
e e
--------------------_I___________
x x
PI ARI (xtelPr\R
e e

i s  e l i m i n a t e d  e n t i r e l y  a n d  r e p l a c e d  b y  t h e  a x i o m

(PAR) Ix (xtel PA R
e

A p p l i c a t i o n s  o f  A N D - r u l e  t o  f r a m e  a x i o m s  a r e  e l i m i n a t e d  s i m i l a r l y .

e
(ii) CONSEQUENCE.

A n  o c c u r r e n c e  o f  A N D - O R  o f  t h e  f o r m

PIA1 Ql,Ql>Q
- - - - - - - - - - -

PIAIQ , RiAIS
- - - - - - - - - - - - - - -

PAR IAl QAS

i s  r e p l a c e d  b y
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P (Af Ql, R IAlS
- - - - - - - - - - - - -

PARIAIQ~AS , Q~ASDQAS
-----------------------

PAR  IA) QAS

T h e  o t h e r  c a s e s  ( o m i t t e d )  a r e  s i m i l a r .

( i i  i1 WHILE .

PAU IAl P, (PA-U) >Q RAU IA) R, (RA-U) >S
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Plwhile  U  d o  AIQ RIwhile U  d o  AlS
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

PAR(whi  l e  U  d o  AIQAS

i s  r e p l a c e d  b y

PAU (AI P, RAU (A) R
- - - - - - - - - - - - - - -

(PARIAU iA1 (PAR) , (PAR) ~42 (QAS) .
----------; - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

PARIwhi  l e  U  d o  AIQAS

(iv) CONDITIONAL

PAU {Al Q,  PA-U 1B1  Q RAU  (A) S,  RAYU 181  S
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

PIif U  t h e n  A  e l s e  BlQ, RGf U  t h e n  A  e l s e  B1S
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

PARIif U  t h e n  A  e l s e  BIQAS

i s  r e p l a c e d  b y

PAU (AI Q, RAU IAl S P A - U  IBI Q, RA-U  (Bl S
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

(PAR)  AU {Al QAS 9 (PAR)  A-U iB1 QAS
. - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

PARfif  U  t h e n  A  e l s e  BIQAS

C l a u s e s  f o r  C o m p o s i t i o n  a n d  S u b s t i t u t i o n  a r e  8
(iv) a n d  a r e  o m i  Med.

imilar to ( i i i 1 a n d

(VI PROCEDURE CALL

P r o c e d u r e  p h a s  b o d y  K(p).

P(r3Q 1 I- PIK(r)lQ R1r)S  1 I- R(K(r)IS
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

P (~1 Q 9 R Ip1 S
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------------------------------------------
PAR~~IQAS

i s  r e p l a c e d  b y

PIrlQJ I-PiK(rIlQ RirlSl I-RiK(rIIs
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

P (t-21 Q R Ir21 S
[subproofl [subproof]
PlK(rZIlQ , RlK(r2IlS
--------------------_____c__

P A R 1r21 QAS 1 I- PARIK(~Z)IQAS
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

PAR Ipl QAS

T h i s  l a s t  t r a n s f o r m a t i o n  r u l e  r e q u i r e s  a  w o r d  o f  e x p l a n a t i o n . I n  t h e
r e p l a c e m e n t , t h e  A N D - O R  r u l e  h a s  b e e n “ p u s h e d  u p ” and a p p l  ied t o
a s s e r t i o n s o n  K(p) i n s t e a d  o f  a s s e r t i o n s  o n  c a l l  p . T h e  p r o c e d u r e
c a l l  r u l e  i s  n o w app l  ied t o  PAR(K(~Z)IQAS  s o t h a t t h e r e l e v a n t
assump t i on i s PAR (r21 QAS. Subproof  s f o r  P  (K(r21lQ  a n d  R1K(rZIlS
h a v e  t o  b e  a p p e n d e d : t h e  g i v e n  p r o c e d u r e  r u l e  a p p l i c a t i o n s  e n s u r e  t h e
e x i s t e n c e  o f t h e s e s u b p r o o f s , F o r e x a m p l e , w e  k n o w  t h e r e  i s  a
subproof  o f  PiK(rIlQ f r o m  t h e  a s s u m p t i o n  P1rlQ; a n  a p p l i c a t i o n  o f  t h e
CALL rule al lows us to deduce P Ir21 Q, where r2 i s a new name for
p r o c e d u r e  p. T h e  a s s u m p t i o n  PirlQ i s  d i s c h a r g e d  a t t h i s p o i n t .  W e
t h e n r e p e a t t h e subproof aga i n w i t h  r2 r e p l a c i n g  r  e v e r y w h e r e .
H o w e v e r , n o  a s s u m p t i o n  i s  n e c e s s a r y  i n  t h i s  r e p e t i t i o n s i nce P {r21 Q
.is p r o v e d .  T h u s , t h e  c o m p l e t e  subproof t r e e s  f o r  t h e  p r e m i s s e s  o f  t h e
new A N D - O R  a p p l i c a t i o n  c o n t a i n  c o p i e s  o f t h e g i ven auxilliary
s u b p r o o f s  a t “ a s s u m p t i o n n o d e s ” . T h e  s t a t e m e n t s  i n  e a c h  n e w  t r e e
a r e  e x a c t l y  t h o s e  o f  t h e  o l d  t r e e  e x c e p t  p o s s i b l y  f o r  r2 i n  p l a c e  o f

I f  t h e  r e p l a c e m e n t  p r o c e d u r e  i s  a p p l i e d  t o  t h i s  n e w  subproof  o f
~~R(K(r2llQAS,  t h e  A N D - O R  r u l e  n e e d  n o t  b e  a p p l i e d  t o  t h e same p a i r
o f h y p o t h e s e s ( w i t h  r2 f o r  p) a g a i n  s i n c e  PARlr2lQr\S i s  n o w  a s s u m e d
t r u e .

T h i s  c o m p l e t e s  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  ‘ t h e  r e p l a c e m e n t  p r o c e d u r e  f o r  A N D ;
t h e  O R  c a s e  c o n t a i n s  a l m o s t i d e n t i c a l c l a u s e s e x c e p t t h a t  t h e
r e p l a c e m e n t s i n c a s e s (iii) and (iv1 c o n t a i n i n t e r m e d i a t e

- a p p l i c a t i o n s  o f  c o n s e q u e n c e : (PvRI AUD (PAUL v (RAUI  .

W e  n o t e  t h a t  L e m m a  f  s h o w s  a l s o  t h a t  t h e  A N D - O R  r u l e can a l s o  b e
o m i t t e d f r o m t h e  CORE. I n  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  o t h e r  c o r e  r u l e s ,
A D A P T A T I O N  m a y  b e  r e p  I  a c e d  b y  t h e  F R A M E  a x  i  ems, T h e  p r e v i o u s
d i s c u s s i o n  m a y  b e  s u m m a r i z e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m :

g* THEOREM

I f  ll- PIAIQ t h e n  P(A’lQ i s  p r o v a b l e  f r o m  t h e  C O R E  w h e r e  A ’ i s
e q u i v a l e n t t o  A . C o n v e r s e l y  i f  PIAIQ i s  p r o v a b l e  f r o m  t h e  C O R E  t h e n
, I- PiAlQ.
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3.2 A MODEL FOR THE CORE

W e  a s s u m e  g i v e n  a  s t a n d a r d  m o d e l  M  f o r t h e theory T of t h e t r u e
B o o l e a n e x p r e s s i o n s o f  P a s c a l  a n d  a  s e t  J  o f  p r o c e d u r e  d e f i n i t i o n s .
E s s e n t i a l l y  M  i s  t h e  s t a n d a r d  m o d e l  f o r  a r i t h m e t i c  p o s s i b l y  a u g m e n t e d

bY s t a n d a r d mode I s f o r d a t a types o t h e r t h a n  t h e  i n t e g e r s .  T h e
d e t a i l s  o f  M  i t s e l f  d o  n o t  c o n c e r n  u s . We show how to extend fl to a
m o d e l  ll* f o r  t h e  C O R E .

T o  s i m p l i f y  t h e  n o t a t i o n  w e  a s s u m e  a  f i x e d  o r d e r i n g  o f  t h e  v a r i a b l e s
X

1’x2’x3’“’
T h i s  a l l o w s  u s  t o  r e p r e s e n t  c o m p u t a t i o n s t a t e v e c t o r s

o v e r t h e  d o m a i n D o f  M  b y  i n f i n i t e  s e q u e n c e s  o f  e l e m e n t s  o f  D, a=
<a ,a ,a . ..>. D* s h a l  I d e n o t e t h e set of al I such s e q u e n c e s .

12 3
I n t u i t i v e l y , s t a t e  a  a s s i g n s  t h e  v a l u e  o r i n t e r p r e t a t i o n  a to ti, ;

i i
t h i s i s d e n o t e d bY (xl , The i n t e r p r e t a t i o n

i I
o r  v a l u e  t  o f  B o o l e a n  e x p r e s s i o n s  t i s  d e f i n e d  i n  t h e  u s u a l  w a y  f r o m

I
s t a n d a r d  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  p r i m i t i v e s  +,m,etc. T h e  v a l u e of t

I
a p p l i e d  t o  s t a t e  a  w i l l  b e  d e n o t e d  b y  t (a), A  B o o l e a n e x p r e s s i o n

I
o f  n  v a r i a b l e s , s a y  P(x ,...,x I, i s  i n t e r p r e t e d i n  M a s a s u b s e t

1
.P of On, Thus P(x ,,r,,x 1

n
i s t r u e f o r t h e s t a t e v e c t o r  a  i f

M 1 n
<a , . . . , a  XP .

1 n M
T h i s  a l l o w s  u s  t o  e x t e n d  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  P(x ,,..x I t o  Dric:

1 n

P 1x ,..,,x  1 = lal<a , . . . , a  XP I.
1 n I 1 n M

M o r e o v e r , t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  s u b s t i t u t i o n  i n s t a n c e s  b y  d e f i n i t i o n
s a t i s f i e s :e

x i
ac(P(x ,...,x 11 1 c=> <a , , . . , a ,e (aI,a . ..>cP(x . ..x 1 .

1 n e I 1 i-l I i + l 1 n I

T h e -  i n t e r p r e t a t i o n  o f  a n (m,nI-ary p r o c e d u r e  i s  a  p a r t i a l  f u n c t i o n

f o’f the type NM X On + (D* + D*I h a v i n g  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s :

1) F r a m e  p r o p e r t y :

(f(i(lI,...,i(mI;c ,...,c I(a)) =a ,
1 n j j

j  i s  d i f f e r e n t  f r o m i (k) for any k such .
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that 1 < k I m.

2) S u b s t i t u t i o n  p r o p e r t y :

(f(i(l),...,itm);c ,...,c )(a))
1 i (k)

= (f(j(l),.,,,j(m): c ,..“,, 1 (a))
1 n j (k),

1 2 k I m,

T h e  d e f i n i t i o n  o f  f  p r o c e e d s  a s  f o l l o w s .

W e  d e f i n e  b y  c a s e s  t h e  c o m p u t a t i o n  s e q u e n c e  F(A,aI o f  p r o g r a m  A
r e l a t i v e  t o  M  g i v e n  i n p u t  a  a s  f o l l o w s .

If a  i s  a n  i n f i n i t e  s t a t e  v e c t o r ,  t h e n :

ti) F(x +e,a) = <a , . . . , a , e  (a),a ) . . * >
i 1 i-l I i + l

(ii) F(A;B,a) = F(A,a) @ F(B,U(A,a))
------

( i i  i1 IF(A,a) i f  <a , . . . a  >rP
F(if P(x ,...x 1 then A else B,a) = -I 1 n I

1 n IF(B,a)  o t h e r w i s e .
------

(iv) F(q(z; t),a) = aeF(K(z;  t),a) w h e r e  J  c o n t a i n s  a  d e f i n i n g  a x i o m
f o r  q  o f  t h e  f o r m  “q(x;v) P R O C
K(x;v)” a n d  K(z;t) i s  o b t a i n e d

bY s u t s t i t u t i n g t h e a c t u a l
p a r a m e t e r s  z, t  f o r t h e  f o r m a l .
p a r a m e t e r s  x,v.

H e r e  a s b  i s  t h e  s e q u e n c e  o b t a i n e d  b y  a p p e n d i n g  b  o n t o  t h e  e n d  o f  a ,
- - - - -

l e n d  s t a t e  o f  F(A,a)  i f  F(A,a) i s  f i n i t e
U(A,a)  = -I

Iundefined o t h e r w i s e .
e - - - - -

T h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  p r o g r a m  A  i s  n o w  d e f i n e d :

A = I<a,b>lU(A,a)  = b)
I

a n d  M  i s  e x t e n d e d  t o  M* b y  a d d i n g  t h e  f u n c t i o n  A  f o r  e a c h  P a s c a l  C O R E
p r o g r a m  A . I

W e  c a n  n o w  s a y  w h e n  a  s t a t e m e n t  o f  t h e fo rm PiAlQ is true in MIC
( d e n o t e d  b y  M>K  I= PIAIQ):
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M* I= P {AIQ <=> A (P 1 c Q .
I I I

F i n a l l y , a  s t a t e m e n t  S(r ,.,., r 1 w i t h  a s s u m p t i o n s  A  (r ,...,r 1 * � � l 9

1 m 1 1 m
A (r ,...,r ) w h e r e  r , ’ ’ * I r a r e  f r e e  p r o c e d u r e  v a r i a b l e s , i s t r u e

n 1 m 1 m
i n  M>I< i f  a n d  o n l y  i f  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  h o l d s :

If A (p 9 * ’ ’ 9 P ) ) . . . A (P 9 � � l 9 p 1 a r e  t r u e  f o r  a n y  d e c  I  ared
1 1 m n 1 m

p r o c e d u r e  n a m e s  p  ,...;p f r o m  J ,  e a c h  p h a v i n g  t h e
1
(1s i <mmI, t h e n  S(p

i
same ar i ty as r 9 * l � 9 p 1 is true.

i 1 m

H e r e  a r e  s o m e  s i m p l e  p r o p e r t i e s  o f  t h i s  m o d e l :

(i) I f  t h e  r a n g e  o f A is empty then for any P and Q, M* I= PIAIQ
I

(ii) If M* I= P(K(q)lQ t h e n  M* I=PIqlQ  w h e r e  K  i s  t h e  b o d y  o f
p r o c e d u r e  q.

(i i i) I f p PROC K(r) and q PROC K(s) and r c s then p cq .
I I I I

(iv) A  B o o l e a n  a s s e r t i o n  i s  t r u e  i n  M* i f  a n d  o n l y  i f i t s  u n i v e r s a l
c l o s u r e  i s  t r u e  i n  M .

To s h o w  t h a t  M* i s  a  m o d e l  f o r  t h e  C O R E  w e  w i l l  s h o w  t h a t  t h e  a x i o m s
a r e  t r u e  i n  M* a n d  t h a t  e a c h  o f the rules of i n f e r e n c e p r e s e r v e s ’
t r u t h  (i.e. i f  t h e  p r e m i s s e s  o f  t h e  r u l e s  a r e  t r u e  i n  M* t h e n  s o  a l s o
a r e  t h e  c o n c l u s i o n s ) . F o r  s i m p l i c i t y  w e  c o n s i d e r  e x a m p l e s  o f t h e
ax i onis and ru I es i n w h i c h t h e s t a t e m e n t s  h a v e  o n e  f r e e  v a r i a b l e
( t h r e e v a r i a b l e s f o r t h e s u b s t i t u t i o n ru I e) and i n wh i ch t h e
p r e m i s s e s  d o  n o t  h a v e  g o v e r n i n g  a s s u m p t i o n s  e x c e p t  i n  t h e  c a s e  o f  t h e
r e c u r s i o n  r u l e : t h e  a r g u m e n t  f o r  t h e  g e n e r a l  c a s e  i s  i d e n t i c a l .

-Cons i der first a t y p i c a l a s s i g n m e n t ax i om P(e) Ix t elP(x I.
1 1

We n o t e t h a t tx te) = ica,b>:b=<e  (a),a , a  ,... >I, a n d  t h a t
1 I I 2 3

acP(e)  <=> <e(a),a ,...>cP(x  1 . T h u s  (x +e) (P(e) 1 c P(x 1
I 2 1 I I I 1 I

s o  ‘ t h a t  t h e  a s s i g n m e n t  a x i o m  i s  t r u e  i n  Mm.

T h e  f r a m e  a x i o m s  a r e  c l e a r l y  t r u e  i n  M*: i f  P  d o e s  n o t  c o n t a i n  x  ,  s a y ,
1

and a,b d i f f e r  o n l y  a t t h e  f i r s t  p o s i t i o n ,  t h e n  a# <=>bcP  .  I f
I I

q(x ,v) c h a n g e s  o n l y  t h e  v a l u e  o f  x then q (P )cP .
1 1 II I
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Z

L o g i c a l t h e o r e m s a r e t r u e in M* since they are true in M,
P r o c e d u r e & d e c l a r a t i o n  a x i o m s  a r e  a s s u m e d  t o  b e  i n  J.

W e  c o n s  i  d e r  n e x t  t h e  r u l e s  o f  i n f e r e n c e . The fact  that  Consequence ,
Compos  i t i on a n d  C o n d i t i o n a l  a l l  p r e s e r v e  t r u t h  i n  M* c a n  b e  s h o w n  b y
e l e m e n t a r y  s e t  t h e o r e t i c  a r g u m e n t s  o n  t h e  i n t e r p r e t a t i o n s  o f Boolean
e x p r e s s i o n s a n d  p r o g r a m s . S i m p l y  n o t e  t h a t  i f  PDQ i8 t r u e  in.Mu t h e n
P ccl ( that (PAR)  = P n R , and that -RIa-O*-R .
I I I I I I

T h e  a r g u m e n t s  a r e  a s  follows!

CONSEQUENCE: If P cQ and A (Q I c R then A (P 1c.R .
I I I I I. II I

COMPOSITION: IfA(PIcQ and,B(Q)cR  thenB(A(P))cR.
II I II I I I I I

CONCH T IONAL: I f  A (PnR) cQ andB (Pn-+R 1cQ t h e n  ( i f  R  thenA
III I II I I

e l s e  B) (P )cQ
II I

SUBSTITUTION

C o n s  i  d e r  t h e c a s e when t h e  p r o c e d u r e  g(x ,x ;x I has two l e f t
1 2 3

p a r a m e t e r s and one r i g h t parameter 8inC8 this  i s  s u f f i c i e n t l y
g e n e r a l . L e t  q  h a v e  b o d y  K . Assume that x and x are the on I y

1 2
v a r i a b l e s whose v a l u e s  c a n  b e  c h a n g e d  b y  K ,  a n d  t h a t  x  i s  t h e  o n l y

I 3
v a l u e  t h a t  i t s  c o m p u t a t i o n  d e p e n d s  on. W e  r e q u i r e  a 8imple I emma
w h i c h  m a y  b e  p r o v e d  b y  i n d u c t i o n  o n  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  K,

h . LEMMA.

For any a if K(x ,x ;x 1 (a)=b  and K(x x ;x ) (a) - c then b - c and
1 2  3I i j  3 1 1 i

b = c p r o v i d e d irrjrc3.

2 j

L e t  f,g b e  p a r t i a l  f u n c t i o n s  m a p p i n g  D* i n t o  0  s u c h  t h a t  K(x ,x ;x 1
1 2  3I

(a) = <f(a I, g(a ),a . ..> and hence also K(x ,x ;x 1’ (a) - ca ,a ,a ,
3 3 3 4 5 31 1 2 3

f(a 1 g(a I,...>. I f  t h e  premisses  o f  t h e  s u b s t i t u t i o n  r u l e  a r e  t r u e ,
3 3

t h e n :
arP(x x x I i m p l i e s  <f(a ),g(a 1, a ,,..>fQ(x  x  x  1

1 2 3 3 3 3 1 2 3 1
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